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НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ ВОЗБУЖДЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО РЕЗОНАНСНОГО КОНТУРА 
ПРЯМОУГОЛЬНЫМИ ИМПУЛЬСАМИ НАПРЯЖЕНИЯ. РАСЧЕТНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
 
Целью настоящего рассмотрения является получение расчетных соотношений для характеристик электромагнитного про-
цесса при непосредственном возбуждении последовательного резонансного активно-реактивного контура периодическими 
сериями из прямоугольных униполярных или осциллирующих импульсов напряжения с частотой следования, равной собст-
венной частоте контура. Данный вопрос возникает в технике больших токов и сильных магнитных полей, где требуется дос-
таточно строгая настройка аппаратуры на фиксированные рабочие частоты. Кроме того, резонанс напряжений представляет 
практический интерес, например, для питания повышенным напряжением высокоомных нагрузок, для создания устройств 
индукционного нагрева. В настоящей работе решением задачи о переходном процессе найдены временные формы возбуж-
даемого тока. Следует особо подчеркнуть, что принимаемая постановка задачи позволяет сконцентрироваться на проблеме 
формирования квазигармонических тока и напряжения при ангармоническом резонансном возбуждении активно-
реактивного контура с фиксированной собственной частотой. Научная новизна состоит в получении расчетных соотношений 
для характеристик процесса в переходном режиме, когда ангармонический источник напряжения непосредственно подклю-
чается к резонансному электрическому контуру. Важность решаемой задачи обусловлена практическими проблемами в раз-
работках электротехнических устройств, где действенность соответствующих элементных составляющих практически воз-
можна только в условиях, с достаточной степенью близких к резонансным. Практическая значимость: полученные выраже-
ния для токов, возбуждаемых при непосредственном подключении источника ангармонического напряжения к последова-
тельному резонансному активно-реактивному контуру, необходимы для дальнейшего анализа протекающих процессов при 
проектировании электротехнических устройств с резонансными компонентами. Пути дальнейших исследований: весьма 
перспективным в направлении дальнейших исследований видится анализ протекающих процессов при непосредственном 
возбуждении резонанса напряжений в последовательном активно-реактивном контуре серией ангармонических сигналов.  
Ключевые слова: резонанс напряжений, активно-реактивный контур, ангармонический сигнал, прямоугольный им-
пульс напряжения, переходный режим, амплитудно-временная зависимость. 
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БЕЗПОСЕРЕДНЄ ЗБУДЖЕННЯ ПОСЛІДОВНОГО РЕЗОНАНСНОГО КОНТУРУ 
ПРЯМОКУТНІМИ ІМПУЛЬСАМИ НАПРУГИ. РОЗРАХУНКОВІ СПІВВІДНОШЕННЯ  
 
Метою цього розгляду є отримання розрахункових співвідношень для характеристик електромагнітного процесу при безпо-
середньому збудженні послідовного резонансного активно-реактивного контуру періодичними серіями з прямокутних уні-
полярних або осцилюючих імпульсів напруги з частотою проходження, що дорівнює власній частоті контуру. Дане питання 
виникає в техніці великих струмів і сильних магнітних полів, де потрібна досить точна настройка апаратури на фіксовані 
робочі частоти. Крім того, резонанс напруг становить практичний інтерес, наприклад, для живлення підвищеною напругою 
високоомних навантажень, для створення пристроїв індукційного нагріву. В даній роботі рішенням завдання про перехідний 
процес знайдені часові форми струму, що збуджується. Слід особливо підкреслити, що постановка задачі, яка приймається, 
дозволяє сконцентруватися на проблемі формування квазігармонічних струму і напруги при ангармонічному резонансному 
збудженні активно-реактивного контуру з фіксованою власною частотою. Наукова новизна полягає в отриманні розрахунко-
вих співвідношень для характеристик процесу в перехідному режимі при безпосередньому підключенні до резонансного 
електричного контуру ангармонічного джерела напруги. Значимість задачі, що розв'язується, обумовлена практичними за-
вданнями в розробках електротехнічних пристроїв, де дієвість відповідних елементних складових практично можлива лише 
в умовах, з достатнім ступенем близьких до резонансних. Отримані вирази для струмів, що збуджуються при безпосеред-
ньому підключенні джерела ангармонічної напруги до послідовного резонансного активно-реактивного контуру, необхідні 
для подальшого аналізу процесів, що протікають при проектуванні електротехнічних пристроїв з резонансними компонента-
ми. Шляхи подальших досліджень: вельми перспективним в напрямку подальших досліджень є аналіз процесів, що протіка-
ють при безпосередньому збудженні резонансу напруг у послідовному активно-реактивному контурі серією ангармонічних 
сигналів. 
Ключові слова: резонанс напруг, активно-реактивний контур, ангармонічний сигнал, прямокутний імпульс напруги, 
перехідний режим, амплітудно-часова залежність. 
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DIRECT EXCITATION OF A SEQUENTIAL RESONANT CIRCUIT BY RECTANGULAR PULSE 
VOLTAGE. CALCULATED RELATIONS 
 
The purpose of this consideration is to obtain ratios for the electromagnetic process characteristics with the direct excitation of a series 
resonant active-reactive circuit with periodic series of rectangular unipolar or oscillating voltage pulses with a repetition frequency 
equal to the natural frequency of the circuit. This question arises in the technique of high currents and strong magnetic fields, where a 
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fairly strict adjustment of the equipment to fixed operating frequencies is required. In addition, the voltage resonance is of practical 
interest, for example, to supply high-voltage loads, to create induction-heating devices. In this work, the transient process has found 
temporary forms of the excited current. It should be especially emphasized that the problem formulation taken in this way makes it 
possible to concentrate on the problem of the formation of quasi-harmonic current and voltage during anharmonic resonant excitation 
of an active-reactive circuit with a fixed natural frequency. The scientific novelty consists in obtaining the calculated ratios for the 
characteristics of the process in a transient mode with direct connection to the resonant electric circuit of the anharmonic voltage 
source. The significance of the problem to be solved is due to practical problems in the development of electrical devices, where the 
effectiveness of the corresponding elemental components is practically possible only in conditions with a sufficient degree close to 
resonance. Practical significance: the obtained expressions for the currents excited by the direct connection of the anharmonic voltage 
source to the series resonant active-reactive circuit are necessary for further analysis of the processes taking place in the design of 
electrical devices with resonant components. Ways to further research: the analysis of the processes taking place with the direct exci-
tation of a voltage resonance in a sequential active-reactive circuit by a sequence of anharmonic signals is very promising in the direc-
tion of further research. 
Keywords: voltage resonance, active-reactive circuit, anharmonic signal, rectangular voltage pulse, transient mode, amplitude-
time dependence. 
 
Актуальность работы. Резонанс, как явление 
природы во всех ее проявлениях, имеет позитивное и 
негативное значение. Если говорить о негативе, то 
наиболее ярким примером можно назвать событие 
1905 года в Петербурге, где после перехода кавале-
рийского эскадрона обрушился Египетский мост через 
реку Фонтанку. Причина заключалась в том, что це-
ремониальный марш дрессированных лошадей попал 
в резонанс с периодом собственных колебаний мосто-
вых опор. В результате напряженное состояние пре-
высило заложенный запас прочности, и мост рухнул 
[1]. Таких описаний с вредными последствиями резо-
нанса в истории техники можно найти достаточно 
много. Наряду с этим есть также и многочисленные 
примеры использования резонанса как полезного яв-
ления, в частности, для создания различных электро-
технических устройств. 
 
Краткий обзор литературы. В технике больших 
токов и сильных магнитных полей явление резонанса 
позволяет настраивать аппаратуру на заданные часто-
ты, что обеспечивает ее работу с максимальной эф-
фективностью [2,3]. Как известно, существует два ви-
да электрических резонансов – это «резонанс токов» и 
«резонанс напряжений». Последний представляет 
практический интерес, например, для питания повы-
шенным напряжением высокоомной нагрузки, для 
создания эффективных устройств индукционного на-
грева и др. [4-10].  
Если остановиться на резонансе напряжений, то 
его сущность можно представить следующим обра-
зом. В контуре с последовательным соединением ре-
зистора, электрического конденсатора и соленоида 
(последовательный активно-реактивный контур) при 
возбуждении синусоидального сигнала определенной 
частоты будет иметь место нулевое реактивное сопро-
тивление. Физически данный факт объясняется резо-
нансом, суть которого состоит в том, что при протека-
нии тока происходит переход магнитной энергии со-
леноида в электрическую энергию конденсатора и 
наоборот. Следует подчеркнуть, что этот эффект про-
является только для синусоидального сигнала в уста-
новившемся режиме на определенной частоте, вели-
чина которой тесно связана с параметрами контура 
[4,12]. 
Отмеченные выше условия резонанса напряже-
ний требуют исследований его возникновения в прак-
тически интересных случаях, когда последовательный 
активно-реактивный контур возбуждается ангармони-
ческими сигналами, спектр которых наряду с основ-
ной частотой колебаний содержит, так называемые, 
высшие гармоники с частотами, кратными основному 
типу колебаний [11,12].  
Целью настоящего рассмотрения является анализ 
процесса при непосредственном резонансном возбуж-
дении последовательного активно-реактивного конту-
ра периодическими сериями из прямоугольных уни-
полярных или осциллирующих импульсов напряже-
ния.  
Научная новизна состоит в получении расчетных 
соотношений для характеристик процесса в переход-
ном режиме, когда ангармонический источник напря-
жения непосредственно подключается к резонансному 
электрическому контуру. Значимость решаемой зада-
чи обусловлена практическими задачами в разработ-
ках электротехнических устройств, где действенность 
соответствующих элементных составляющих практи-
чески возможна только в условиях, с достаточной сте-
пенью близких к резонансным.  
 
Материал и результаты исследований. Схема 
замещения исследуемого последовательного активно-
реактивного контура и временные формы возбуж-
дающего напряжения представлены на рис. 1. На схе-
ме R, L, C – элементы контура, E(t) – источник напря-
жения с внутренним сопротивлением R0. 
 
 
Рис. 1. Схема замещения последовательного  
резонансного контура 
 
Принимаемые допущения: сопротивление соеди-
нительных проводов и проводов обмотки индуктивно-
сти R1, а также внутреннее сопротивление источника 
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напряжения R0 достаточно малы, так что их сумма 
много меньше реактивных сопротивлений контура,  
 








где   ω0 – собственная частота;  
L – индуктивность;  
С – емкость. 
Источник питания генерирует последователь-
ность прямоугольных импульсов напряжения с ам-




ω =  (T – пе-
риод), равной собственной частоте контура ω0, так что 
0 1 .ω = ω  
Амплитудно-временные формы возбуждающих 
сигналов E(t) – осциллирующие или униполярные 
прямоугольные импульсы с длительностью, равной 






Рис. 2. Временные формы возбуждающих импульсов  
напряжения: а – осциллирующие; 
б – униполярные прямоугольные импульсы 
 
Особо подчеркнем, что принимаемая постановка 
задачи позволяет сконцентрироваться на проблеме 
формирования квазигармонических тока и напряже-
ния при резонансном возбуждении активно-
реактивного контура ангармоническими сигналами. 
 
Расчетные соотношения. При решении постав-
ленной задачи воспользуемся операторным методом 
расчета электрических цепей [4,11]. 
Дифференциальное уравнение относительно на-
пряжения на емкости UC(t) в пространстве изображе-
ний по Лапласу при нулевых начальных условиях 






⎧ ⎫⎪ ⎪= =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
имеет вид [11,12]: 
 






2C C Cp U p pU p U p
E p ,
+ δ ⋅ + ω ⋅ =
= ω ⋅
          (1) 
 
где p – оператор Лапласа;  
 










ω = − собственная частота контура.  
Решение уравнения (1) позволяет найти L-изо-
бражение возбуждаемого тока [13]. 
 
( ) 1CI( p ) C pU p F( p ) E( p ),L= ⋅ = ⋅ ⋅              (2) 
 
где   
( )




+ δ δ ω⎛ ⎞= − ⋅⎜ ⎟ω⎝ ⎠+ δ +ω + δ +ω
;  
2 2
0ω = ω −δ . 
Оригинал выражения (2) запишется как свертка 
функций [8]. 
 
1( ) ( ) ( )I t F t * E t ,
L
= ⋅                           (3) 
 
где ( ) ( )( ) ( )F t F p ; E t E p↔ ↔  – оригиналы сомно-
жителей в формуле (2). 
Согласно постановке задачи, диссипация энергии 
минимальна, что означает достаточную малость вели-
чины относительного декремента затухания 
0 1
δ⎛ ⎞δ = <<⎜ ⎟ω⎝ ⎠
 и равенство частоты возбуждаемого 





ω ≈ ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠
 В этом случае выра-
жение для F(p) в выражении (2) можно упростить. 
После перехода в пространство оригиналов [12] полу-








F( p ) F t e t
p
−δ⋅+ δ≈ ↔ = ω ⋅
+ δ +ω
.    (4) 
 
Свертка функций в выражении (3) с учетом (4) 
при введении фазовой зависимости вместо временной 
[12] в развернутом виде принимает вид: 
 
( ) ( )
0
0 0
1( ) cos ( )( x )I e x E x dx,
L
ϕ
−δ ϕ−ϕ = ⋅ ⋅ ϕ − ⋅
ω ⋅ ∫       (5) 
 






 – относительный декремент затухания. 
Амплитудно-временную зависимость возбуж-
дающего напряжения из последовательности осцил-
лирующих прямоугольных импульсов (рис. 2, а) мож-
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но представить разложением Фурье по синусам крат-




























⎝ ⎠ω = −
ω
 ампли-
туды и относительные частоты гармоник спектрально-
го разложения, соответственно.  
Ряд (6) поставим под знак интеграла в выражении 
(5). Учтем малость относительного декремента зату-
хания. Полученный результат преобразуем, полагая, 
что собственная частота контура совпадает с частотой 
первой гармоники разложения (6). После выполнения 
необходимых тождественных преобразований получа-
ем амплитудно-временную зависимость для тока, воз-
буждаемого в режиме резонанса напряжений всеми 
гармониками входного сигнала. 
Согласно определению и формуле (5), находим, 
что 
 
( ) ( ) ( )sum 0 10
2 1inm
E
I ( t ) s t G t ,
QR R
⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ω ⋅ + ⋅⎜ ⎟π + ⎝ ⎠
    (7) 
 










добротность контура,  











⎛ ⎞− −⎜ ⎟= ⋅ ω
⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ . 
Аналогично предыдущему получим амплитудно-
временную зависимость для тока при резонансном 
возбуждении RLC − контура периодической последо-
вательностью униполярных прямоугольных импуль-
сов напряжения длительностью, равной половине пе-
риода повторения (рис. 2, б). 
Соответствующую фазовую (амплитудно-вре-
менную) зависимость представим разложением Фурье 





E( ) E ,
∞
=
π ⎛ π ⎞⎛ ⎞ϕ = + ⋅ ω ⋅ ϕ−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠



















⎝ ⎠ω = −
ω
 ампли-
туды и относительные частоты гармоник спектрально-
го разложения, соответственно.  
Вычислим интеграл в выражении (5) с подста-
новкой разложения (8).  
Пренебрегая бесконечно малыми слагаемыми 
порядка ~ 0δ , после введения резонансных условий 
для первой гармоники входного сигнала получаем 
выражение для возбуждаемого тока с учетом всех 
гармонических составляющих спектра. 
 
( ) ( ) ( )sum 0 20
2 1( ) sinm
E
I t t G t ,
R R Q
⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ ω ⋅ + ⋅⎜ ⎟π + ⎝ ⎠
     (9) 
 










π⎛ ⎞⋅⎜ ⎟ ⎛ π ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠= ⋅ ⋅ ω −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ . 
Полученные выражения для токов являются ре-
шениями поставленной задачи и могут служить осно-
вой для дальнейшего теоретического анализа процес-
сов в последовательном резонансном активно-
реактивном контуре при его возбуждении прямо-
угольными импульсами напряжения. 
 
Выводы. Получены базовые аналитические вы-
ражения для характеристик электромагнитных про-
цессов при непосредственном резонансном возбужде-
нии последовательного активно-реактивного контура 
периодическими сериями из прямоугольных унипо-
лярных или осциллирующих импульсов напряжения.  
Дальнейшими перспективами являются теорети-
ческие исследования, анализ и численные оценки с 
последующим переходом к экспериментам для обос-
нования практической дееспособности способов воз-
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